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1.1. Deniión de Smart Struture
En 1996, Spillman W. B., Sirkis J. S. y Gardiner P. T. estableieron una deniión de
estrutura inteligente entre una amplia variedad de fuentes; die lo siguiente: Una estru-
tura inteligente es una estrutura no biológia que tiene los siguientes atributos:
1. Propósito denitivo;
2. Los medios e imperativo para lograr ese propósito; y
3. Un patrón biológio de funionamiento.
Para expliar mejor el término -patrón biológio- (Figura 1.1), éste se desglosa en ino
partes fundamentales equivalentes al uerpo humano:
1. La adquisiión de datos (sentido tátil): sensores que se enargan de reoger los datos
en bruto neesarios para el ontrol y seguimiento de la estrutura.
2. La transmisión de datos (los nervios de sensaiones): transmite los datos desde los
sensores hasta el entro de ontrol.
3. Centro de ontrol (erebro): gestiona y analiza los datos, tomando deisiones sobre
las aiones determinantes a realizar.
4. Instruiones de datos (nervios de movimiento): transmite las onlusiones del entro
de ontrol a los distintos omponentes de la estrutura.
5. Dispositivos de aión (músulos): atuadores que llevan a abo las aiones deididas
por el entro de ontrol.
PSfrag replaements
Patrón biológio
Figura 1.1: Las Smart Strutures imitan el sistema nervioso humano [1℄
En denitiva, el término Smart Strutures se utiliza para denir estruturas que son
apaes de peribir y adaptarse a las ondiiones de su entorno, siempre on el n de on-
seguir un diseño más útil, eiente y seguro.
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CAPÍTULO 1. Introduión
La apliaión de este onepto a la estrutura de las aeronaves puede ofreer mejoras
signiativas en muhos aspetos, omo pueden ser:
Disminuión del peso total de la aeronave.
Reduir el oste de mantenimiento y de operaión.
Aumentar y mejorar su ilo de vida.
La prinipal ventaja de este tipo de estruturas reside en eliminar partes móviles de la
aeronave, que omporta una reduión importante del peso y del oste de mantenimiento.
Por ejemplo, el onepto Smart Struture permitiría sin neesidad de atuadores hipersus-
tentadores, omo los aps y slats, adaptar la superie del ala a las ondiiones de vuelo.
En la atualidad, las aeronaves iviles presentan alas de geometría ja que optimizan
un únio punto de diseño: para una determinada altura, un peso onreto, un Mah de
vuelo, et. El ala reta permite una mayor sustentaión a bajas veloidades, neesario para
aterrizar y despegar, no obstante, a altas veloidades ofree mayor resistenia y limita la
veloidad máxima de vuelo debido a la apariión de ondas de hoque sobre el ala. La dis-
tribuión en eha soluiona los problemas a altas veloidades del ala reta, pero tiene que
tomar y salir de tierra a veloidades elevadas debido a su más baja sustentaión.
Figura 1.2: Avión F-111. Primer avión de geometría variable puesto en produión que
entró en serviio el año 1967, diseñado por General Dynamis
El onepto de geometría variable, ejempliado en la Figura 1.2, permite aprovehar
tanto las ventajas del ala reta omo las del ala en eha. También permite adaptarse al
ambio de peso que origina el onsumo de ombustible, que puede llegar a ser alrededor
del 30% del peso total de la aeronave. Sin embargo, las desventajas estruturales que pre-
senta instalar en la aeronave los atuadores neesarios para permitir la geometría variable
son mayores que los beneios, es por esto por lo que no se utiliza en aviaión omerial.
Las Smart Strutures permitirían obtener todas las ventajas de la geometría variable sin
2
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omprometer la integridad de la misma.
También es importante destaar que estas estruturas permitirían tener un ontrol so-
bre el estado de la misma, on la apaidad de detetar y diagnostiar posibles problemas
en su integridad. La ténia del llamado Struture Health Monitoring (SHM) o Vigilania
de la Salud Estrutural, utiliza sensores inrustados en la estrutura que reduirían el oste
de inspeión y mantenimiento, permitiendo un ontrol más exhaustivo de su estado.
Como se puede leer en el artíulo [1℄, pág. 7:
SHM es un nuevo onepto uyo momento ha llegado, ya que la tenología
neesaria está disponible para dar los primeros pasos. La reduión de ostes
de mantenimiento, el aumento de la disponibilidad de aeronaves y el ahorro
de peso son objetivos que se pueden alanzar mediante SHM. Mientras los
beneios de ahorro en mantenimiento son útiles para el vuelo atual, así omo
para aviones nuevos y futuros, el ahorro de los beneios del diseño de peso se
puede lograr sólo para los nuevos programas de aviones. Independientemente
de qué materiales se utilizarán en el futuro, la losofía de diseño atual, que
es apliada hoy en día por los diseñadores estruturales, será desaada por la
nueva losofía de diseño basada en SHM.
1.2. Deniión de los materiales magnetoestritivos
Para lograr el onepto -Smart Struture- es neesário el empleo de materiales es-
peiales, denominados Smart Materials. Entre estos destaan: materiales piezoelétrios
(produen voltaje uando se aplia tensión meánia y vieversa), polímeros eletroativos
(ambian sus propiedades en funión de la presenia de un ampo elétrio), materiales
halorómios (on la apaidad de ambiar de olor en funión del pH), et. Sin embargo,
otro tipo de materiales dignos de estudio son los llamados materiales magnetoestritivos.
La magnetoestriión es una propiedad de los materiales ferromagnétios a partir de
la ual ambian de dimensiones ante la presenia de un ampo magnétio. Este efeto fue
identiado por el ientío inglés James Presott Joule en 1842 observando níquel puro,
por lo que también se le onoe omo efeto Joule. Diho efeto se debe a que los materia-
les ferromagnétios presentan una estrutura dividida en regiones o dominios polarizados
magnétiamente, por lo que al apliar un ampo magnétio estos dominios se orientan y
rotan produiendo un ambio dimensional. Es importante destaar que el volumen total se
mantiene onstante.
No obstante, denominarlo efeto Joule puede llevar a error, puesto que es fáil on-
fundirlo on otro de sus grandes desubrimientos: el fenómeno irreversible por el ual, si
por un ondutor irula orriente elétria, parte de la energía inétia de los eletrones
se onvierte en alor. Por esta razón se denomina -Magnetoestriión-.
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El prinipio de magnetoestriión es el responsable de las vibraiones a 100 o 120 Hz
(dependiendo del país) que se notan era de un transformador o un dispositivo de alta po-
tenia elétria. Se produen debido a las utuaiones del ampo magnétio que generan




























Figura 1.3: Prinipio del efeto de la magnetoestriión
La Figura 1.3 permite expliar mejor la magnetoestriión: para empezar, se toma omo
referenia el aso C en el que no hay apliado ningún ampo. A medida que se aplia un
ampo magnétio pequeño +H los dipolos o regiones polarizadas se orientan en la dire-
ión del ampo, produiendo un aumento de las dimensiones de la probeta, omo se puede
observar en el aso D. Esto se produe hasta llegar al punto de saturaión (aso E) donde el
ampo alanza el valor +Hs y en el que todos los dominios se enuentran orientados, por lo
que a partir del ual, aunque se aumente la fuerza del ampo magnétio no se va a ambiar
la longitud de la probeta. En el aso de apliar un ampo magnétio de signo inverso, la
probeta también aumentará de longitud hasta llegar al punto de saturaión, omo podemos
observar en el aso B y A, respetivamente. No obstante, existen materiales que presentan
magnetoestriión negativa, omo es el aso del níquel. El fenómeno es anisótropo, puesto











Figura 1.4: Elongaión frente a ampo magnétio ideal
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La Figura 1.4 representa el omportamiento ideal del ambio de longitud frente a la
presenia de un ampo magnétio. Como se observa, en el aso de la gura, tanto un ampo
magnétio positivo omo negativo produen la misma deformaión positiva en el material;
ésto no se umple siempre, puesto que se puede produir una deformaión negativa. En la
región entre 0 y 1, donde se aplia un ampo pequeño, los dominios magnétios no mues-
tran una orientaión en omún. Dependiendo de ómo se ha formado el material y de la
homogeneidad de la estrutura obtendremos mayor o menor elongaión. En la región 1-2
se produe la relaión lineal más ideal, por lo que onoiendo el ampo apliado es fáil
predeir omo va a deformarse el material; la pendiente se denomina fator de aoplamiento
magnétio. A partir del punto 2 la relaión deja de ser lineal otra vez, debido a que gran
parte de los dominios magnétios están orientados en la direión del ampo. Por último
en el punto 3 se produe la saturaión.
Al efeto reíproo se le denomina efeto Villari o efeto magnetoestritivo inverso:
apliar una presión al material va a modiar sus propiedades eletromagnétias, onsi-
guiendo rear un ampo magnétio que será funión de la presión ejerida. El aoplamiento
magnetoestritivo también presenta otros fenómenos omo el efeto Guillemin: variaión
del módulo de Young debido a la magnetizaión; y el efeto Wiedemann: torsión que
aparee debida al ampo magnétio longitudinal.
1.2.1. Cilo de histéresis
El omportamiento de los materiales magnetoestritivos no es tan ideal omo se muestra
en Figura 1.4. Cuando en un material on propiedades magnetoestritivas, sobre el uál
ha estado atuando un ampo magnétio H , esa la apliaión de éste, el material no
reupera ompletamente su estado iniial, sino que permanee ierta elongaión residual;












Figura 1.5: Cilo de histéresis
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La Figura 1.5 representa el llamado ilo de histéresis. Se parte de la posiión 0, donde
no existe ni elongaión ni ampo magnétio. A medida que se aumenta el valor del ampo,
se reorientan los dominios magnétios y aumenta también la longitud ∆L/L a través de
la urva 1, hasta el punto de saturaión +Hs. Si ahora se restablee el ampo omo nulo,
∆L/L desiende a través de la urva 2, pero no se onsigue una elongaión nula, sino
que debido a la histéresis se mantiene un ambio dimensional residual +∆L/Lres. En el
aso de imponer un ampo negativo −H ourriría algo similar, la elongaión disminuiría
hasta el punto de saturaión −Hs y al eliminar el ampo quedaría una elongaión resid-
ual negativa −∆L/Lres. Si se aumenta el ampo magnétio otra vez, lo hará a través de
la urva 3 hasta llegar al primer punto de saturaión +Hs, donde volverá a empezar el ilo.
Hoy en día no existe ninguna modelizaión denitiva sobre el ilo de histéresis, no obs-
tante existen numerosos modelos, ada uno más o menos apropiado para distintos ámbitos
de apliaión.
1.3. Apliaiones de los materiales magnetoestritivos
La apliaión físia del efeto de magnetoestriión se redue al transdutor o sensor
magnetoestritivo y al atuador. Ambos son dispositivos que onvierten energía meánia







Figura 1.6: Prinipio de funionamiento del dispositivo Sonar
El sonar (del inglés SONAR, SOund Navigation and Ranging) es un dispositivo que
deteta la presenia y situaión de objetos sumergidos. Su prinipio de funionamiento
onsiste en medir el tiempo que tarda una onda sonora en salir desde el emisor, reejarse
en el objeto y volver a diho emisor (Figura 1.6). De este modo, onoiendo el tiempo y la
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veloidad del sonido del medio, podremos alular la distania del obstáulo. En denitiva,
funiona de forma similar al radar, pero en vez de utilizar ondas eletromagnétias emplea
impulsos sonoros.
Para rear y detetar la reexión de la onda sonora se emplea un transdutor mag-
netoestritivo, puesto que el material magnetoestritivo permite transformar un ampo
magnétio en deformaión del material, y por tanto, en un impulso sonoro y vieversa. En
la Figura 1.7 se observan los omponentes prinipales del transdutor magnetoestritivo:
Guía de material magnetoestritivo.
Imán permanente: genera el ampo magnétio longitudinal.
Sensor: deteta que la onda sonora ha regresado al transdutor después de reejarse
en un obstáulo.
Además, al nal de la guía, el transdutor dispone de un elemento que permite absorber
todas las vibraiones, evitando interferenias y que el impulso sonoro generado se reeje
















Figura 1.7: Composiión y funionamiento de un transdutor magnetoestritivo [4℄, pág. 3
Para rear el impulso sonoro de alta freuenia se hae resonar el material magne-
toestritivo. Esto se onsigue mediante la interseión de dos ampos magnétios: un ampo
longitudinal generado por un imán permanente y otro ampo radial reado por un impulso
de orriente que reorre la guía. La interseión de ambos ampos genera una deformaión
violenta en la guía que se tradue en la onda sonora.
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Cuando la onda se reeja en un obstáulo y vuelve al transdutor, hae vibrar la guía
de material magnetoestritivo. El sensor, que onsiste en una bobina enrollada a la guía,
permitirá detetar las vibraiones. Estas vibraiones sonoras provoaran pequeñas defor-
maiones en el material que generaran un ampo magnétio debido a la magnetoestriión;
éste ampo atuará sobre la bobina generando orriente elétria y permitiendo su dete-
ión. Conoiendo el tiempo transurrido y la veloidad del sonido se alula fáilmente la
distania hasta el obstáulo.
1.3.2. Válvula magnetoestritiva
Una exelente alternativa al diseño de válvulas on aionamiento meánio son las
válvulas on atuador magnetoestritivo. Se trata de un diseño atual (2016) del Goddard
Spae Flight Center [18℄ on el propósito de sustituir las válvulas utilizadas en sistemas
espaiales y en sistemas de propulsión de vehíulos. Son totalmente hermétias, sin fugas



















Figura 1.8: Composiión y funionamiento de un válvula magnetoestritiva [18℄
La Figura 1.8 muestra el esquema de una válvula magnetoestritiva, su funionamiento
es senillo: la válvula se abre uando se aplia un ampo magnétio a la barra de material
magnetoestritivo, en este aso Terfenol-D, y se ierra uando el ampo es nulo. Este ampo
magnétio se genera apliando orriente a una bobina enrollada a la barra de Terfenol-D
y aislada del uido. El Terfenol-D también se enuentra aislado del uido a través de
8
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un reubrimiento, generalmente de titanio, puesto que es ompatible on la mayoría de
propelentes. El resto de los omponentes son equivalentes a la de una válvula ualquiera.
1.3.3. Telesopio astronómio de rayos-X
Los telesopios astronómios de rayos-X permiten observar galaxias del espaio on
una elevada resoluión angular. La prinipal diultad de estos telesopios reside en que
no se pueden utilizar espejos onvenionales para onentrar la radiaión en el sensor
de letura, debido a que se onsiguen ángulos de inidenia asi normales que produe
que la radiaión X sera absorbida, pero no reejada. Fue el físio alemán Hans Wolter
quien desubrió omo onstruir diho telesopio ombinando dos espejos de bajo ángulo de
inidenia (entre 10 minutos de aro y 2
o
) on forma de paraboloide y hiperboloide o bien
paraboloide y elipsoide.
Figura 1.9: Satélite Chandra X-RAY de la NASA. Telesopio espaial de rayos-X
El prinipal modo de mejorar la apaidad de imagen de las nuevas generaiones de
telesopios de rayos-X onsiste en aumentar el área de los espejos para onseguir mejor
resoluión angular. No obstante, se debe prourar, al menos, mantener el peso debido a la
inorporaión en el satélite y es por esto que la únia opión onsiste en fabriar espejos
más nos, sin embargo, una superie delgada es más débil y suseptible a la deformaión.
Para soluionar la suseptibilidad a la deformaión, en un artíulo de la universidad
de Northwestern [17℄ proponen la idea de reubrir la ara no reetante de los espejos de
material magnetostritivo, de tal modo que permita ontrolar la deformaión del espejo
simplemente on un ampo magnétio. Este método evita el uso de ualquier atuador
meánio que tendría numerosas desventajas: aumento del peso, mayor probabilidad de
fallo, difíil mantenimiento, et.
La mayor diultad del empleo de este tipo de materiales es estudiar ómo y qué
ampo magnétio apliar para orregir la deformaión en uestión por lo que se trata de
un problema de ontrol.
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1.3.4. Sistema ativo de ontrol vibraional
Esta apliaión se basa en el atuador magnetoestritivo. En la Figura 1.10 se observa
el esquema de un atuador lineal. Éste está ompuesto por una barra de material magne-
toestritivo (Terfenol-D) enrollado por una bobina, que se enuentra dentro de una arasa
de aluminio reubierta por un aislante magnétio en su interior. De este modo, al apliar
una orriente a la bobina, generará un ampo magnétio que orientará los dominios de la







Figura 1.10: Esquema de un atuador lineal magnetoestritivo [6℄, pág. 7
El sistema de ontrol vibraional (Figura 1.11) posee un pequeño sensor que reoge
datos aera de la vibraión que sufre la estrutura de estudio. Este señal elétria es am-
pliada y enviada al sistema de ontrol, que se enargará de proesar los datos y enviar las
señales neesarias al atuador para anelar la vibraión. La gran potenia que desarrollan








Figura 1.11: Esquema de un sistema ativo de ontrol vibraional [6℄, pág. 9
Como se expone en [15℄, en 1997 se realizó un estudio para utilizar un sistema de ontrol
vibraional basado en materiales magnetoestritivos en el rotor del helióptero MD-900.
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En el estudio se fabriaron y testearon prototipos y el resultado fue positivo; no obstante
el proyeto nalizó on este estudio.
1.3.5. Modiador de espesor de un perl
Por último, una apliaión futura del material magnetoestritivo en el ámbito aeronáu-
tio onsistiría en modiar el espesor y la forma del perl alar de modo que permita
adaptar la superie de las alas a las ondiiones de vuelo. Se trata de un proyeto muy
ambiioso donde todavía no se han entrado reursos para una amplía investigaión.
En la atualidad, no existen numerosas apliaiones de estos materiales dentro de la
industria aeroespaial, pero omo se omenta en el Seión 1.1, el empleo de éstos tendría un
impato muy positivo que permitiría tanto mejores y nuevos diseños, omo un importante
ahorro eonómio de mantenimiento y ostes de operaión.
1.4. Estado del arte
A pesar de que el fenómeno de la magnetostriión se onoe desde mediados del siglo
XIX, los estudios y análisis para modelizarlos se iniian prinipalmente en la déada de
los 90. Durante estos años apareen un gran número de trabajos que pretendían modelizar
matemátiamente el omportamiento de estos materiales, y en algunos asos el modelo se
implementaba en algún programa de elementos nitos.
Algunos hitos importantes durante los años 90 fueron: [10℄ (1994), desarrollan un mo-
delo para el estudio de un MMA que suprime la vibraión de una viga resaltando la
importania de añadir un aoplamiento termoelástio; [19℄ (1995), trabajan en un modelo
unidimensional utilizando euaiones onstitutivas no lineales; [29℄ (1995), formulan un
modelo dinámio y no lineal en 2D; [20℄ (1995), desarrolla su propio modelo y presenta el
problema de los ilos histerétios; [11℄ (1997), formulan un esquema tridimensional de ele-
mentos nitos en el que se basa parte de la formulaión del elmt01.f utilizado en el presente
trabajo; [21℄ (1998), que realizan una araterizaión ompleta del atuador ETREMA MP
50/6; y [34℄, que onsigue una buena aproximaión mediante unos oeientes que obtiene
experimentalmente (ver Subseión 4.4.1).
En estos trabajos no se denen de forma lara y preisa las propiedades del material
utilizado, prinipalmente Terfenol-D por ser la aleaión on mayor magnetostriión, sino
que se entran en la formulaión matemátia. No es hasta el año 1999 uando se publia
[22℄, donde se denen perfetamente las propiedades del Terfenol-D (utilizadas en este tra-
bajo), así omo los oeientes de las matries del modelo expuesto.
De esta referenia son interesantes los apítulo 1 y 2. El primero trata sobre la físia de
la magnetoestriión, es deir, tal y omo se desarrolla en la seión 1.2 se explia el funda-
mento físio del aoplamiento entre el ampo elástio y el ampo magnétio en materiales
ferromagnétios, además, también tratan aspetos omo la anisotropía, la ristalizaión y
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el efeto de la histéresis. El segundo apítulo se entra en los modelos matemátios, donde
desarrolla el modelo lineal mientras que explia brevemente el no lineal, así omo omentar-
ios superiales sobre la modelizaión en elementos nitos; también se ofree una tabla on
los valores de los oeientes de las matries del modelo lineal. Del apítulo 3 destaa sobre
todo la tabla de propiedades del Terfenol-D, de donde se obtienen los oeientes desritos.
Los estudios que siguen el año 2010 se entran en implementar todos estos modelos
en un programa de elementos nitos y se intenta soluionar el problema de los ilos de
histéresis. Así, algunas publiaiones destaadas son: [23℄ (2000), inluyen en su modelo
la histéresis; [24℄ (2004), desarrollan una formulaión para FE de un modelo dinámio 3D
totalmente aoplado; [25℄ (2008), exponen una formulaión de FE basada en la asoiaión
de las euaiones onstitutivas piezoelétrias y magnetoelástias; y [26℄ (2008), que tam-
bién trabajan en un método de análisis de un MMA on una formulaión 3D de FE on
un aoplamiento eletro-magneto-meánio.
A partir del año 2010 se intensian las publiaiones y surgen los estudios sobre
el Galfenol, debido prinipalmente a que presenta mejores propiedades meánias que el
Terfenol-D. Entre otros destaan [27℄ (2011), rean un modelo de FE 3D no lineal para
realizar estudios on el Galfenol; [28℄ (2011), presentaron un modelo dinámio totalmente
aoplado en 3D que uantiaba el efeto de las orrientes de Eddy y las pérdidas de ujo
en el atuador; [33℄ (2014), formulan un modelo de FE en el que para soluionar la no lin-
ealidad del aoplamiento magnetoestritivo reuren a un ajuste de datos experimentales; y
[30℄ (2014), también desarrollan un modelo de FE para el Galfenol pero utilizando bules
de densidad de ujo menores.
Por último hay que destaar dos trabajos del presente año (2016): el análisis por FE
de un transdutor magnetoestritivo [31℄ y la formulaión, tanto para equilibrio omo para
no equilibrio que abara todos los aoplamientos posibles [13℄; en este último trabajo se





En este apítulo se abordarán las euaiones neesarias para modelar el omportamien-
to de un miniatuador magnetoestritivo. Para ello, debemos estudiar los ampos elétrio,
magnétio, elástio y térmio, así omo algunos de sus aoplamientos. Se inluye el ampo
térmio, puesto que omo se desribe en [10℄, es fundamental tener en uenta el aoplamien-
to termoelástio durante el estudio de miniatuadores magnetoestritivos.
2.1. Formulaión elástia
El problema elástio se redue a enontrar uáles son los ampos de desplazamientos u,
de deformaiones S y de tensiones de Cauhy σc, denidos para ada punto del dominio
(x, y, z). Las fuerzas que atúan sobre el uerpo pueden ser volumétrias b, superiales
t o puntuales P , además de las reaiones originadas por las restriiones a los desplaza-
mientos.
Las deformaiones se denen mediante un tensor de segundo orden(3x3 para el a-
so tridimensional) denominada tensor de deformaiones, que ontiene las deformaiones
normales en la diagonal y las deformaiones tangeniales en el resto de posiiones. Si
se asumen pequeños desplazamientos se puede despreiar el térmio antisimétrio de la
euaión inemátia S = ∇u, y realizando equilibrio de momentos se dedue que las ten-
siones tangeniales y sus omplementarias son iguales τ cij = τ
c
ji ; ver Es. (2.4).
S =




































































Para simpliar la notaión, los subíndies de las tensiones y deformaiones de la diagonal
prinipal (xx, yy, zz) se denotarán on una únia letra: x, y, z, respetivamente.
Como se ha omentado, en un problema elástio de un sólido sometido a esfuerzos
apareen distribuiones de tensiones normales y tangeniales. Estas magnitudes varían
por todo el sólido, sin embargo, deben veriar siempre un equilibrio global de fuerzas y
momentos, tanto a nivel global omo a nivel loal (innitesimal). De este modo, haiendo






























+ bz = ρv az
(2.3)
siendo ρv la densidad volumétria y ax, ay y az, las omponentes de la aeleraión a. En
ondiiones estátias a = 0.
En la deduión de estas euaiones solo se ha tenido en uenta el equilibrio de fuerzas,
por lo que no queda garantizado el equilibrio de momentos del elemento diferenial. Si se
toman momentos respeto al entro de gravedad del elemento, las tensiones normales y las
fuerzas por unidad de volumen no generan momento. Realizando el equilibrio de momentos
respeto a este punto on las fuerzas tangeniales τ cij (en ondiiones estátias) se llega a
τ czx − τ
c
xz = 0
τ cxy − τ
c
yx = 0




donde queda demostrada la igualdad de las tensiones tangeniales omplementarias.
Si se asume un omportamiento elástio lineal del material, las tensiones y las defor-
maiones en ada punto estarán relaionadas a través de la ley de Hooke. A partir de la
evidenia experimental, la ley de Hooke arma que en un problema elástio unidimen-
sional (por ejemplo direión i), la tensión apliada σci es diretamente proporional a la
deformaión Si, siendo la onstante de proporionalidad el módulo de Young E.
σci = E Si (2.5)















S = {Sx Sy Sz γxy γyz γzx}
⊤
(2.6)
Teniendo en uenta que
γij = 2 Sij (2.7)
Si la ley de Hooke se generaliza para un sólido real on aráter multiaxial, se obtiene
on notaión matriial la euaión onstitutiva
σc = c S (2.8)
donde c es la matriz de rigidez. Ésta es una matriz simétria, on oeientes onstantes
para el aso de elastiidad lineal. Si se trata de un material isótropo, la matriz de rigidez
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solo depende del módulo de Young E y del oeiente de Poisson ν. La inversa de c se
denomina matriz de exibilidad s y obviamente, en las mismas ondiiones, solo depende
de E y ν.
S = s σc (2.9)
Las siguientes deniiones solo son válidas para materiales isótropos, sin embargo la for-
mulaión utilizada de elementos nitos permite analizar materiales parialmente isótropos
omo se explia en la introduión al Capítulo 3. La formulaión para materiales parial-
mente isótropos se puede enontrar en [13℄.
La matries c y s para materiales isótropos se denen omo
c =
E(1 − ν)
























































El fator de proporionalidad entre las tensiones tangeniales y sus orrespondientes





De la deniión de la matriz de exibilidad se observa que las deformaiones angulares
γij y sus orrespondientes tensiones tangeniales τ
c
ij están relaionadas entre si de forma
independiente al resto de omponentes de tensión y deformaión. No suede igual on las
deformaiones normales Si y las tensiones normales σ
c
i , que están aopladas entre sí por
términos que inluyen el oeiente de Poisson ν. Se observa también que las deformaiones
y tensiones normales están totalmente desaopladas de las deformaiones y tensiones tan-
geniales; esto no suede así si el material es anisótropo.
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Por tanto, la deniión de matriz de exibilidad E. (2.11) permite reesribir la euaión









































Es importante señalar que si se umple la hipótesis de material isótropo y además las
fuerzas por unidad de volumen b son nulas, entones las euaiones de equilibrio y las de
ompatibilidad son independientes de las onstantes elástias E y ν.
2.1.1. Aoplamiento termoelástio
Un aoplamiento termoelástio puede ser muy omplejo, debido a que un ambio de
temperatura puede deformar un sólido y a vees apareen en él tensiones. Además, también
se debe tener en uenta el efeto Gough-Joule, a partir del ual en iertos materiales se
observa que una deformaión elástia produe ambios de temperatura. No obstante, si
estudiamos un material elástio y si solo se onsidera el aoplamiento en un sentido (la
temperatura produe deformaiones), su formulaión es senilla.
Si se estudia el ambio unidireional (dilataión lineal en la direión i) debido a un
inremento de temperatura ∆T en una barra de longitud iniial L0 y de oeiente de
dilataión térmia αi en diha direión, se obtiene
∆L = αi L0 ∆T (2.14)
Extrapolando a tres dimensiones y teniendo en uenta que la deformaión se dene omo
Si = ∆L/L0, entones
S = α ∆T (2.15)
El efeto térmio realiza aportaión úniamente a las deformaiones lineales y no a las
angulares. De este modo, por el prinipio de superposiión, solo hay que sumar el término
α ∆T a las deformaiones Si de las euaiones onstitutivas Es. (2.13). Las relaiones
desplazamiento-deformaión E. (2.1) y las euaiones de equilibrio Es. (2.3) de la teoría
de elastiidad permaneen inalteradas.
Para resolver un problema termoelástio es neesario onoer el estado térmio en ada
punto del dominio de estudio, por lo que a ontinuaión se va a desarrollar el problema
térmio de transmisión de alor.
Cuando dos puntos de un uerpo se enuentran a distinta temperatura, se produe un
ujo de energía desde el sistema de mayor temperatura haia el de menor temperatura.
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Existen tres meanismos de transmisión de alor: onduión, onveión y radiaión. En
termoelastiidad interesa la onduión, puesto que es la propagaión por ontato direto











Figura 2.1: Conservaión de la energia
El prinipio de onservaión de la energía mostrado en la Figura 2.1 arma que
E. Entrante︸ ︷︷ ︸
Qx dy dz
−
(Qx+ ∂Qx∂x dx) dy dz︷ ︸︸ ︷
E. Saliente +E. Generada︸ ︷︷ ︸





dx dy dz︷ ︸︸ ︷
E. Acumulada (2.16)
donde cp es el alor espeío del material; ρv, la densidad volumétria; ∆T , el inremento
de temperatura del volumen de estudio y H la entalpía aumulada que en todos los asos
será nula H = 0. Sumando estos términos, onsiderando también el ujo en las direiones



















donde Qi es la tasa de transferenia de energía térmia (ujo de alor), κi es la onstante
de ondutividad térmia y ∆Ti, el inremento de temperatura (todas las variables son en

















O bien, onsiderando material isótropo




Si se onsidera estado estaionario, la derivada temporal es nula y entones se tiene la
euaión de Laplae.
−∇2(∆T ) = 0 (2.21)
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Por tanto para el aoplamiento termoeslástio solo es neesario añadir la E. (2.15) a las
euaiones onstitutivas orrespondientes y añadir la euaión de Laplae a las euaiones
de equilibrio para resolver el ampo de temperaturas. El oeiente de expansión térmia
κ y el oeiente de dilataión térmia α son tensores debido a que la formulaión del
elmt01.f permite estudiar materiales parialmente isótropos.
2.1.2. Condiiones de ontorno
En la superie de un uerpo elástio pueden existir fuerzas por unidad de superie t.
En el aso más simple de dos dimensiones (Figura 2.2) las omponentes de las fuerzas su-
periales tx y ty tienen unidades de tensiones: fuerza por unidad de superie. El equilibrio



















Figura 2.2: Condiiones de frontera para ampo elástio
tx e dl = σx e dy + τxy e dx
ty e dl = τxy e dy + σy e dx
(2.22)
donde e es el espesor del elemento y dl el diferenial de longitud de aro. Teniendo en
uenta que se denomina n al vetor normal unitario al ontorno on omponentes nx y ny,
que oiniden on los osenos diretores, de la gura se dedue
dy
dl
= cos θ = nx
dx
dl
= sin θ = ny
(2.23)
Por tanto, las euaiones de equilibrio de ontorno se pueden esribir omo
tx = σx nx + τxy ny
ty = τxy nx + σy ny
(2.24)
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Estas euaiones son generales, al igual que las euaiones de equilibrio interno, y fáilmente
son generalizables para el aso tridimensional
tx = σx nx + τxy ny + τxz nz
ty = τyx nx + σy ny + τyz nz
tz = τzx nx + τzy ny + σz nz
(2.25)
2.2. Formulaión eletromagnétia
Las euaiones de Maxwell para un medio material son










Estas euaiones relaionan el ampo elétrio E, el ampo magnétioH , el desplazamien-
to elétrio D y la induión magnétia B, así omo la densidad de arga elétria ρ y la
densidad de orriente J . La primera y terera euaiones son las euaiones de equilibrio
magnétia y elétria, respetivamente.
La primera de las euaiones de Maxwell E. (2.26)1 se denomina ley de Gauss para
el ampo magnétio. Dene que la divergenia de la induión magnétia es nula, esto
signia físiamente que no existen sumideros ni fuentes del ampo, es deir, expresa la
inexistenia de monopolos magnétios; también india que las líneas de los ampos mag-
nétios son erradas.
La E. (2.26)2 se entra en el aoplamiento entre el ampo magnétio y el ampo
elétrio: una variaión temporal de la induión magnétia ∂B/∂t provoa irulaiones
del ampo elétrio ∇×E a lo largo de líneas erradas. Esta euaión reibe el nombre de





siendo φB el ujo magnétio. Esta ley postula que la existenia de un ampo magnétio
variable en el tiempo indue sobre ualquier medio una fuerza eletromotriz ξ; el signo
menos se debe a la ontribuión de Lenz. Además, la presenia de fuerza eletromotriz
india que existe un ampo elétrio uya integral errada a través de un diferenial de




La forma diferenial de la unión de las dos euaiones anteriores da lugar a la E. (2.26)2.
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Esta ley dene que el ujo del ampo elétrio a través de un diferenial de superie dΓ
errada es igual al oiente entre el sumatorio de argas q en el interior de diha superie
y ǫ0. La forma diferenial arma que la divergenia del ampo elétrio es proporional a





Para obtener esta forma diferenial se derivan ambos lados de la E. (2.29) respeto
a un diferenial de volumen dΩ: omo el término de la izquierda se enuentra integrado
respeto a la superie quedará on una derivada ∇ · E; en el término de la dereha se
impone dq/dΩ = ρ. Junto on la primera euaión onstitutiva E. (2.33) se podría obtener
la ley de Gauss denida anteriormente.
Por último, la E. (2.26)4 es la forma diferenial de la ley de Ampère generalizada.
Ampère formuló la relaión entre un ampo magnétio y una orriente elétria.∮
B dl = µ0
∫
J dΓ (2.31)
Esta relaión es válida mientras los ampos no varíen on el tiempo; si lo haen, la
euaión viola la ley de onservaión de la arga. Maxwell orrigió esta euaión para
adaptarla a ampos no estaionarios añadiendo un terer término.∮
B dl = µ0
∫





Del formato diferenial de esta euaión se obtiene la ley de Ampère generalizada E. (2.26)4.
Para un medio material determinado, las euaiones onstitutivas relaionan el despla-
zamiento elétrio y la induión magnétia on el ampo elétrio y magnétio respeti-
vamente. Si se toma una relaión lineal se tiene
D = ǫ0 E + P
B = µ0 (H +M)
(2.33)
donde ǫ0 es la permitividad elétria del vaío, µ0 es la permeabilidad magnétia del vaío
y P y M , la polarizaión y la magnetizaión del material, respetivamente. Estas dos
magnitudes se denen omo
P = ǫ0 χe E ; M = χm H (2.34)
Los parámetros χe y χm reiben el nombre de suseptibilidad elétria y magnétia.
Reesribiendo las Es. (2.33) on la deniión anterior se llega a
D = ǫ0 (E + χe E) = ǫ0 (1 + χe) E
B = µ0 (H + χm H) = µ0 (1 + χm) H
(2.35)
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Estas euaiones permiten denir la permeabilidad magnétia µ y la permitividad elétria
ǫ de un material onreto del siguiente modo
ǫ = ǫ0 (1 + χe) ; µ = µ0 (1 + χm) (2.36)
Utilizando las deniiones anteriores, las euaiones onstitutivas quedan
D = ǫ E ; B = µ H (2.37)
2.2.1. Ley de Biot-Savart
La ley de Biot-Savart es una de las leyes fundamentales de la magnetoestátia, así
omo la ley de Coulomb lo es de la eletroestátia. Dene el ampo magnétio reado por





J(r′)× (r − r′)
|r − r′|3
dΩ (2.38)
donde r′ es el vetor posiión de los puntos del ondutor, J(r′) es la densidad volumétria
de orriente estaionaria en el elemento diferenial de volumen dΩ y r es el vetor posiión








Figura 2.3: Geometría para ilustrar la ley de Biot-Savart












Teniendo en uenta que el operador ∇ no atúa sobre las variables de integraión del









se llega a la siguiente expresión





















se demuestra la ley de Gauss para el ampo magnétio E. (2.26)1.












y haiendo uso de la siguiente identidad vetorial
∇× (X × Y ) = (Y · ∇)X − (X · ∇)Y +X(∇ · Y )− Y (∇ ·X) (2.44)








































(∇ · J(r′)) (2.45)
Esta euaión se puede simpliar sabiendo que el operador ∇ no afeta a r′, es deir,
∇ J(r′) = 0. Además, teniendo en uenta la E. (2.40) y on la expresión ∇2(1/r) =
















4π J(r′) δ3(r − r′) dΩ (2.46)
Haiendo uso de otra identidad vetorial




(siendo x y x′ las primeras omponentes de los vetores r y r′
respetivamente),X = J(r′) y∇′ el operador del vetor r′. Teniendo en uenta la euaión
de ontinuidad ∇′J(r′) = 0 (puesto que las orrientes se han supuesto estaionarias); y









dΩ = 0 (2.48)
Por tanto, se demuestra la ley de Ampère generalizada E. (2.26)4 para el aso esta-
ionario.
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2.2.2. Aoplamiento eletromagnétio
Cuando tenemos un ampo vetorial on divergenia nula, se sabe que existe un poten-
ial vetorial tal que su rotaional es igual a este ampo. Es deir, ∇ ·B = 0 implia que
existe un ampo A, al que se denomina potenial vetorial magnétio, tal que
B = ∇×A (2.49)








A su vez y debido a que su rotaional es nulo, existe un ampo esalar V , que reibe el
nombre de potenial esalar elétrio (voltaje), tal que su gradiente ambiado de signo es





Se observa que para el aso estaionario se umple la deniión de ampo elétrio
E = −∇V (2.52)
Teniendo en uenta las Es.(2.37) y que ǫ0 µ0 = 1/c
2
, siendo c la veloidad del sonido
en el sonido, si se reesribe la terera y la uarta euaiones de Maxwell Es. (2.26)3 y






























Entones, tanto el potenial esalar omo el vetorial umplen una euaión de D'Alembert















= −µ0 J (2.56)
Estas euaiones solo son válidas para el vaío y en el presente trabajo se busa una ar-
aterizaión para el sólido, por lo que se utilizarán la permeabilidad magnétio µ y la
permitividad elétria ǫ del medio en uestión.
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Para el aso de estudio presente, estaionario y sin orriente J = 0, la uarta euaión
de Maxwell E. (2.26)4 queda tal que
∇×H = 0 (2.57)
De este modo podemos simpliar el aso magnetoestátio que nos oupa. Como el rota-
ional de H es nulo se puede denir un nuevo potenial esalar ϕ, denominado potenial
esalar magnétio, que umpla
H = −∇ϕ (2.58)
Esta formulaión permite que el problema de la resoluión del ampo magnétio reiba
un tratamiento equivalente a la del ampo elétrio: imponiendo dos valores de potenial
magnétio ϕ en la frontera del elemento de estudio se puede rear ualquier ampo mag-
nétio deseado.
En la formulaión de FEAP utilizada (elmt01.f ), la ondiión J = 0 aaba on el
aoplamiento eletromagnétio a través de la orriente elétria que dene las euaiones
de Maxwell. No obstante, este elemento sí permite el aoplamiento entre el ampo elétrio
y el ampo magnétio a través de la matriz de aoplamiento eletromagnétio ν, añadiendo
un nuevo término a las euaiones onstitutivas Es. (2.37)
D = ǫ E + ν H ; B = µ H + ν E (2.59)
Se utiliza la misma matriz ν para ambos aoplamientos porque es reíproa, es deir,
el efeto se produe en ambos sentidos.
2.2.3. Aoplamiento piezomagnétio y piezoelétrio
Los aoplamientos entre el ampo elástio y los ampos magnétio y elétrio tienen
una deniión equivalente, por lo que se tratarán en la misma subseión. En primer lugar
se denirá una nueva tensión global σ.
σ := σc + σm (2.60)
donde σc es la tensión de Cauhy denida en la Seión 2.1 y σm es la tensión de Maxwell.
Los aoplamientos se realizan en ambas tensiones.
En la tensión de Cauhy el aoplamiento se realiza a través de dos matries denominadas
matries de aoplamiento piezomagnétio eϕ y matriz de aoplamiento piezoelétrio eV ,
tal que
σc = −eϕ H − eV E (2.61)
La tensión de Maxwell se deriva de onvertir la fuerza de Lorentz volumétria en una




[D ×E +E ×D +B ×H +H ×B − (ǫ0 E E + µ0 H H)I] (2.62)
Esta tensión solo se produe por la existenia de ampo elétrio o magnétio.
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2.2.4. Condiiones de ontorno
Se onsideran dos medios en ontato que se denominaran en esta seión omo Medio
1 (abajo del plano horizontal) y Medio 2 (arriba); estos medios pueden ser magnétios o
diamagnétios. Se onsidera también un elemento diferenial on forma de ilindro, uya
superie ompleta (ilindro y tapas) es dΓ; su plano medio oinide on la unión entre
ambos medios tal y omo se muestra en la Figura 2.4. La altura total del ilindro ∆h es













Figura 2.4: Condiiones de frontera de la induión magnétia
Se parte de la euaión de Gauss para el ampo magnétio E. (2.26)1, pero en formato
integral ∮
B dΓ = 0 (2.63)
Como se ha denido que la dimensión en la direión y es despreiable frente a la de la
direión x, solo se tendrá en uenta la omponente normal del vetor B (la superie del
ilindro tiende a su plano medio), por lo que
B1 n1 dΓ−B2 n2 dΓ = 0 (2.64)
La euaión anterior se puede reesribir omo B1n = B2n. Así, la omponente normal del
vetor induión magnétia B es ontinua en la interfaz entre dos medios.
Apliando el mismo proedimiento a la E.(2.26)3, se llega aD1n−D2n = ρ. Por tanto,
la disontinuidad en la omponente normal del desplazamiento elétrio D viene dada por
la densidad de arga superial en la zona interfaz. Diho de otro modo, si no hay ninguna
arga entre los medios de estudio, la omponente normal de D es ontinua.
A ontinuaión se onsidera una trayetoria retangular errada entrada en la interse-
ión de ambos medios, uya superie enerrada se denota omo Γ; ver Figura 2.5. Como














Figura 2.5: Condiiones de frontera del ampo magnétio
Apliando el teorema de Stokes a la ley de Ampère generalizada E. (2.26)4 en ondi-
iones estaionarias se llega a
H2t ∆l +H1t (−∆l) = J nz Γ (2.65)
omo ∆h << ∆l, la superie Γ será muy pequeña y el lado dereho de la euaión anterior
se anula. Además, omo se omentará en la Seión 2.2.2, en ninguna de las apliaiones
del proyeto existirá intensidad J . Por tanto (H2t − H1t) ∆l = 0, de donde se inere
que la omponente tangenial del ampo magnétio H es ontinua al atravesar una zona
interfaial.
H1t =H2t (2.66)
Utilizando el mismo razonamiento on la ley de Faraday-Lenz E. (2.26)2, se demuestra
que la omponente tangenial del ampo elétrio E también es ontinua al ambiar de
medio.
E1t = E2t (2.67)
2.3. Resumen de las euaiones
En esta seión se realizará una revisión organizada de las euaiones implementadas
en la formulaión del elmt01.f. Esta formulaión es muho más amplia que la desarrollada
a lo largo del Capítulo 2, pero para realizar el presente trabajo es suiente.






SECCIÓN 2.3. Resumen de las euaiones
Las euaiones de equilibrio Es. (2.3), (2.17), (2.26)1 y (2.26)3 son
∇ · σ + b = ρv a
∇ ·Q = −ρv cp
∂(∆T )
∂t
∇ ·B = 0
∇ ·D = ρ
(2.69)
Y por último, las euaiones onstitutivas Es. (2.8), (2.18) y (2.33), on los aoplamien-
tos tratados y on los residuales son
σ = c S − eϕ H − eV E +α ∆T + σm + σR
Q = −κ ∇(∆T )
B = µ H + eϕ S + ν E + µ0 M
R






Los álulos del presente proyeto se van a realizar on el programa de elementos nitos
FEAP, desarrollado en Fortran por Robert L. Taylor de la universidad de Berkeley, Cali-
fornia [14℄. Para su realizaión es neesario utilizar elementos programados por el usuario,
puesto que en la bibliotea de este programa no existe ningún elemento apaz de simular
los aoplamientos neesarios.
Se utilizará el Elmt01.f, desarrollado en [13℄, elemento que tiene programadas todas las
euaiones y las matries desritas en el Capítulo 2. En partiular, se hará hinapié en los
aoplamientos magnetoestritivo y termoelástio. Es importante destaar que este elemen-
to permite realizar estudios de materiales transversalmente isótropos: en la direión x e
y presenta las mismas propiedades, no obstante, en la direión z pueden ser distintas.
En este apartado se realizarán algunos ejemplos senillos, tanto de ampos desaoplados
omo de algunos aoplamientos, siempre on soluión analítia o suiente informaión para
ser ontrastados.
3.1. Problema eletroestátio bidimensional
Se tienen dos ondutores oaxiales de seión uadrada, el interior on un lado de
0.05 m y el exterior on un lado de 0.15 m; el esquema del problema se muestra en la
Figura 3.1. El ondutor interior está sometido a un voltaje de 1000 V respeto al exterior
onetado a masa, siendo el aislante entre ambos el dominio de estudio on una permitivi-






Figura 3.1: Problema eletrostátio bidimensional
Se trata de estudiar el ampo elétrio y la distribuión de voltajes en el aislante.
Según la E. (2.30), la divergenia del ampo elétrio es igual a una onstante, y según la
deniión de ampo elétrio E = −∇V ; uniendo las dos expresiones anteriores obtenemos
la euaión a resolver que queda omo
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∇2V = 0 (3.1)
La soluión de esta euaión diferenial para la geometría dada no es senilla, por lo
que ontrastaremos los resultados obtenidos on los presentados en [7℄, que resuelve el pro-
blema utilizando diferenias nitas.
Como la dimensión longitudinal de los ondutores es indenidamente larga, el ampo
E tiene úniamente omponentes transversales y se puede resolver bidimensionalmente.
Para el estudio se ha representado solo un uadrante, debido a la simetría existente, y para
su modelizaión on FEAP se ha elegido un modelo de 15006 nodos y 7200 elementos de 8
nodos ada uno y on forma de hexaedro. Se trata de una malla muy na para un problema
de este tipo, pero es neesaria para onseguir buenos resultados en la zona erana ondu-
tor interior, donde se produe una singularidad y el ampo elétrio E tiende a innito.
















Figura 3.2: Distribuión de voltaje V
En la Figura 3.4 se ompara la distribuión de voltaje en la diagonal (línea que une
la esquina del ondutor interior on su orrespondiente del ondutor exterior) obtenida
mediante el programa FEAP y un gráo extraído del libro ya menionado [7℄, pág. 67.
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Figura 3.4: Comparaión de la distribuión de voltaje V en la diagonal
Existe elevada oinidenia de los resultados obtenidos por ambos métodos, salvo en el
punto rítio de la esquina del ondutor interior. La malla utilizada es bastante na, por
lo que permite un buen resultado en diho punto; en otras omprobaiones on mallas más
gruesas se obtuvieron peores resultados, más bajos a medida que aumenta el tamaño del
elemento.
3.2. Problema esfera termoelástia
En esta seión se estudiará la distribuión de tensión de Cauhy que se obtiene al im-
poner una diferenia de temperatura en la ara interna y externa de una esfera huea. El
radio interior r1 es de 2 m y el exterior r2, de 4 m. En la superie interior se impone una
temperatura T1 = 80
o
C, mientras que en el exterior T2 = 100
o
C, siendo la temperatura
de referenia T0 = 0
o
C. Se utilizarán las propiedades del aero: E = 210 · 109 Pa, υ = 0,3
y α = 12 · 10−6 1/oC.
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En FEAP se ha modelizado tan solo un otavo de la esfera debido a las simetrías
existentes. Las ondiiones de ontorno impuestas han sido de temperatura en ambas su-
peries y simetría, puesto no se ha representado la esfera ompleta. Se ha utilizado una
malla de 5808 nodos y 4500 elementos hexaédrios de 8 nodos ada uno.
La soluión analítia se ha obtenido de la Subseión 4.4.3 de [16℄, no obstante, se han
detetado dos errores que han sido orregidos en las euaiones 3.3 y 3.6. Para obtener la




















En la Figura 3.5 se representa la soluión de la distribuión de temperaturas que ofree
FEAP omparada on la soluión analítia, observándose que oiniden. Al tratarse de una
















Figura 3.5: Esfera termoelástia. Distribuión de la temperatura T
El álulo de la tensión de Cauhy radial y angular se deriva de la euaión de om-





en la que sustituimos las euaiones onstitutivas (2.13), denidas también para oorde-








[(1− υ)σθ − υσr] + αT
(3.5)
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Teniendo en uenta la distribuión de temperaturas obtenida en 3.3 y resolviendo para



































siendo r la oordenada radio, σr y σθ la tensión de Cauhy radial y angular, respetiva-
mente, en oordenadas esférias y λ =










































Figura 3.6: Esfera termoelástia. Tensión de Cauhy σc
En la tensión angular se obtienen buenos resultados, no obstante, en la tensión radial
aparee un anomalía en la ara interna r = 2 m y a medida que se aproxima a la ara
externa r = 4 m el error entre ambas soluiones aumenta. Ésto puede ser debido a que on
las ondiiones de ontorno dadas, el programa FEAP no es apaz de interpretar que las
tensiones en los extremos son nulas (no es posible estableer la tensión omo ondiión de
ontorno).
3.3. Problema viga termoelástio
Se dispone de una viga on restriiones de desplazamientos en las aras perpendiu-
lares a la direión x y on un inremento de temperatura en la direión y. La temperatura
en la ara superior es de 300
o
C, mientras que en la inferior es de 0
o
C, que oinide on
la temperatura de referenia.
Se utilizará una viga de seión uadrada, de lado h = 0,3 m y de longitud L = 3 m,
obteniendo una relaión L/h = 10, valor mínimo para poder apliar la teoría de vigas a un
33
CAPÍTULO 3. Validaiones del programa
uerpo real tridimensional. El material es aero, por lo que las propiedades utilizadas serán
las mismas que en la Seión 3.2. Para omparar los resultados on FEAP se ha utilizado
una malla on 1125 nodos y 88 elementos isoparamétrios tridimensionales de 27 nodos
ada uno.
Se realizará el estudio de tres asos: viga biempotrada, viga on artiulaión vertial
móvil y viga biartiulada.
3.3.1. Viga biempotrada
El primer aso onsistirá en la viga biempotrada, tal y omo se muestra en la Figu-
ra 3.7. Debido a la dilataión por el inremento de temperatura, la bra superior tiende a
















Figura 3.7: Viga biempotrada
Resulta senillo alular las fuerzas N y momentos M que apareen
N = EA Tm α = 4700 kN
M = EI Tg α = 568,6 kN·m
(3.7)
donde Tm = 150
o
C, que es el inremento de temperatura en el entro de la viga, Tg =
(Ts − Ti)/h =1000
o
C/m y h es el anto de la viga. Se puede demostrar fáilmente (por
ejemplo on análisis matriial o on el teorema de Castigliano) que los desplazamientos
son nulos en este aso.
También resulta trivial obtener las reaiones de los empotramientos A y B
RxA = 4700 N
RyA = 0 N
RmA = −528,6 N·m
RxB = −4700 N
RyB = 0 N
RmB = −528,6 N·m
(3.8)










E A Tm α
A
+




= −6,3 · 108 Pa (3.9)
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que, omo se puede omprobar, no depende del área de la viga A ni del momento de ineria
I. Comparando on la tensión obtenida on la malla de FEAP (Figura 3.8), se omprueba















Figura 3.8: Tensión σx en la viga biempotrada
Para simular los empotramientos se han restringido los tres desplazamientos de los
nodos entrales de las superies de los extremos, y además, al resto de nodos de estas
aras se ha restringido el desplazamiento en la direión x, para que se puede expandir
libremente en las direiones transversales (no tenidas en uenta en teoría de vigas).
3.3.2. Viga on artiulaión vertial móvil
A ontinuaión se ambiará el empotramiento de la dereha por una artiulaión vertial















Figura 3.9: Viga on artiulaión vertial móvil
Las fuerzas N que apareen son las mismas que en el aso anterior, mientras que los
momentos M son nulos debido a que no existen argas externas y que en el apoyo dereho
M = 0. Se demuestra on análisis matriial y un solo elemento que alulando las reaiones
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en los extremos A y B y teniendo en uenta que debido a la artiulaión vertial móvil
RyB = RmB = 0, se obtiene
RxA = 4700 N
RyA = 0 N
RmA = 0 N·m
RxB = −4700 N
RyB = 0 N
RmB = 0 N·m
(3.10)




= −E Tm α = −3,15 · 10
8
Pa (3.11)
Para la resoluión on FEAP, en el extremo izquierdo se han impuesto las mismas
ondiiones de ontorno que en el aso anterior, y para simular la artiulaión vertial
móvil se ha restringido el desplazamiento en la direión x de todos los nodos de la super-















Figura 3.10: Tensión σx en la viga on artiulaión vertial móvil
Como se observa en la Figura 3.10, apareen onentradores de tensiones en el extremo
dereho debido a las restriiones de desplazamiento impuestas. Si nos alejamos suiente
de este extremo, se puede omprobar que la tensión tiene una distribuión uniforme entre
-2.84·108 y -3.22·108 Pa, rango que inluye el valor alulado anteriormente.
Si se realiza una ampliaión del terio entral de la viga, se puede observar de forma
más preisa, omo la tensión oinide on el valor -3.15·108 Pa.
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Figura 3.11: Ampliaión de la tensión σx en la viga on artiulaión vertial móvil







L2 Tg α = −4,5 · 10
−2
m (3.12)















Figura 3.12: Desplazamiento vertial v en la viga on artiulaión vertial móvil
3.3.3. Viga biartiulada
Por último se estudiará una viga biartiulada, on una artiulaión horizontal móvil en
ada extremo tal y omo se muestra en la Figura 3.13.
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Figura 3.13: Viga biartiulada
A la hora de realizar el análisis matriial se simpliará el estudio a un únio elemento
que equivale a la mitad de la viga; obsérvese Figura 3.14. Esto es posible debido a la
simetría existente en el plano perpendiular a la direión x en el entro de la viga. Se
puede observar que debido a la relatividad del movimiento, esta simpliaión equivale al











Figura 3.14: Viga biartiulada simpliada
Calulando se obtiene que las reaiones son todas nulas, por lo que no existe ninguna















En la Figura 3.15 se observa el resultado del desplazamiento vertial v obtenido on
FEAP. En el extremo izquierdo tiene un valor entre 1.06·10−2 y 1.16·10−2 m, rango que
inluye el valor v
A
alulado anteriormente. La Figura 3.16 representa el desplazamiento
longitudinal u, donde el punto entral del extreme dereho (olor verde) inluido en el


































Figura 3.16: Desplazamiento longitudinal u en la viga biartiulada
En este aso las restriiones impuestas son las siguientes: todos los nodos de la ara
del extremo dereho presentan restringido el movimiento en la direión y; el nodo entral
de la ara del extremo izquierdo está restringido en las direiones x y z y el resto de los
nodos de esta ara solo en la direión x.
3.4. Aoplamientos
En esta seión se estudiarán los aoplamientos magnetoelétrio, piezoelétrio y piezo-
magnétio. Su geometría de estudio será omún para todos tal y omo se expone en [13℄.
Es una geometría de dos dimensiones (ver Figura 3.17), on lz =1.14·10
−3
m y ly = 3 lz.
En la ara superior se impone un valor de ϕ = 10 A o V = 10 V, dependiendo de la
validaión, mientras que en el resto de aras su valor es nulo; además las restriiones de
los desplazamientos se muestran en la gura menionada.
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Figura 3.17: Dominio de los aoplamientos
Se utilizará una malla de FEAP on 882 nodos y 400 elementos de 8 nodos ada uno y
forma de hexaedro. El dominio se onsiderará transversalmente isótropo y las propiedades
utilizadas (en SI) son las desritas en [13℄, han sido obtenidas de múltiples fuentes y
prinipalmente son de BaTiO3-CoFeO4 (piezoelétrio). Según las búsquedas realizadas,
de momento no se ha realizado ninguna araterizaión ompleta de ningún material del
ámbito magnetoestritivo debido a la diultad experimental y a la ausenia de formulaión
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En este aso se impone en la ara superior ϕ = 10 A; se tendrá en uenta la relaión
direta, en la que un ampo magnétio (efeto) genera un ampo elétrio (ausa). La
euaión onstitutiva es la E. (2.70)4, que sin el resto de aoplamientos queda D = ν H .
Además, si solo tenemos en uenta úniamente la omponente en el eje z tenemos D3 =
ν33 H3. El ampo magnétio H se obtiene de resolver la Euaión (2.68)2.
En la Figura 3.18 se observa la distribuión del potenial magnétio ϕ, que sería equi-
valente a la distribuión de voltaje obtenida al imponer en la ara superior V = 10 V.































Figura 3.19: Aoplamiento eletromagnétio. Distribuión del voltaje V
En la Figura 3.19 se representa la distribuión del voltaje debido al aoplamiento. La
euaión onstitutiva se obtiene eliminado el resto de aoplamientos de la E. (2.70)4, es
deir, D = ǫ E+ν H . Comparando las distribuiones obtenidas on las expuestas en [13℄
se observa elevada oinidenia.
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Además, también se ompara la distribuión de la magnetizaión en la línea z = lz/2
on la soluión analítia, obteniendo un buen resultado (véase Figura 3.20). Esta soluión
analítia se obtiene de la euaión es M = χm H, donde χm se puede despejar de la




























Figura 3.20: Aoplamiento eletromagnétio. Magnetizaión M3 en z = lz/2
3.4.2. Aoplamiento piezoelétrio
Para el aoplamiento entre el ampo elástio y el ampo elétrio se impondrá en la
ara superior del dominio V = 10 V. Como se ha expliado en la Subseión 2.2.3 el
aoplamiento entre ambos ampos se realiza a través tanto de la tensión de Cauhy σc
omo a través de la tensión de Maxwell σm.
La aportaión a la tensión de Cauhy se expresa en la E. (2.61), en la que si el resto
de aoplamientos son nulos queda omo σc = −eV E. Teniendo en uenta que solo existe











Representando a través de la línea z = lz/2 los resultados obtenidos on FEAP y la
soluión analítia de la euaión anterior en la Figura 3.21 se observa elevada oinidenia
en ambas omponentes de la tensión de Cauhy. El ampo elétrio E se obtiene de resolver
la Euaión (2.68)3.
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Figura 3.21: Aoplamiento piezoelétrio. Tensión de Cauhy σc en z = lz/2
La tensión de Maxwell se alula según la E. (2.62) que simpliada para úniamente








En la Figura 3.22 se observa la aportaión de la tensión de Maxwell debida a la pres-
enia de un ampo elétrio, y se ompara la soluión analítia on los valores alula-
dos en FEAP, obteniendo buenos resultados. Como se puede apreiar, en el aoplamiento
piezoelétrio la omponente de la tensión de Maxwell es despreiable frente a la ompo-



















Figura 3.22: Aoplamiento piezoelétrio. Tensión de Maxwell σm3 en z = lz/2
3.5. Aoplamiento piezomagnétio
En el aso del aoplamiento piezomagnétio se impondrá en la ara superior del dominio
ϕ = 10. Esta validaión es equivalente a la anterior pero sustituyendo el ampo elétrio
por el magnétio. Así, el aoplamiento también se realiza a través tanto de la tensión de
Cauhy σc omo de la tensión de Maxwell σm.
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La euaión de la aportaión a la tensión de Cauhy se expresa también en la E. (2.61),
que simpliada queda omo σc = −eϕ H . Si solo existe omponente z del ampo mag-












En la Figura 3.23 se representan los resultados de las dos omponentes de σc obtenidos
on FEAP y on la soluión analítia de la euaión anterior a través de la linea z = lz/2;
































Figura 3.23: Aoplamiento piezomagnétio. Tensión de Cauhy σc en z = lz/2
Para alular la tensión de Maxwell se simplia la E. (2.62) para la omponente z








En la Figura 3.24 se ompara la soluión analítia y los valores obtenidos de FEAP de
la aportaión de la tensión de Maxwell, onsiguiendo buena oinidenia. En este aso, la


























Modelizaión de un miniatuador
magnetoestritivo
En este apítulo se va a modelar un miniatuador magnetoestritivo de Terfenol-D y
se ompararan los resultados on medidas experimentales para omprobar la validez de la
formulaión.
4.1. Mallado
Para realizar el modelado del miniatuador magnetoestritivo solo es neesario mallar la
barra de Terfenol-D (on forma de ilindro), puesto que la formulaión on potenial esalar
magnétio ϕ permite imponer, mediante ondiiones de ontorno, el ampo magnétio
generado por la bobina que la envuelve (ver Figura 1.10). Además, debido a la simetría
angular existente se puede representar tan solo un uarto de la barra, tal y omo se muestra







Figura 4.1: Malla de 1/4 de la barra de Terfenol-D
Las dimensiones de la malla son l = 100 mm de longitud y r = 5 mm de radio, para que
sean onordes on las dimensiones del prototipo del miniatuador del ual se han obtenido
los datos experimentales [31℄. Se han utilizado un total de 3993 nodos y 3000 elementos
hexaédrios de 8 nodos. Para simular la simetría, en la superie x = 0 y y = 0 se han
impuesto restriiones de desplazamiento en la direión x y en la direión y, respetiva-
mente. Además, en el onjunto de nodos z = 0 se han restringido los 3 desplazamientos y
se ha impuesto ϕ = 0.
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El ampo magnétio que genera la bobina se alula a partir de la longitud l, el número





Conoida la deniión de H E. (2.58) se alula de una forma senilla el potenial esalar
magnétio ϕ que hay que imponer en la superie z = l para simular el ampo magnétio
generado por una intensidad I determinada
ϕz=l = −N I (4.2)
siendo N = 850.
4.2. Propiedades del Terfenol-D
El elemento puro on mayor magnetostriión a temperatura ambiente es el obalto,
que puede llegar a deformarse 60 partes por millón (6·10−5 m/m). De entre las aleaiones,
la más destaable es el Terfenol-D (Tb0,27Dy0,73Fe2: Aleaión de Terbio, Disprosio y Hie-
rro), que presenta una magnetoestriión de 2000 partes por millón (0.002 m/m); el nombre
Terfenol-D deriva de 'Ter' (Terbio), 'Fe' (Hierro), 'Nol' (Naval Ordnane Laboratory) y 'D'
(Disprosio).
A ontinuaión se exponen las propiedades del material Terfenol-D y se ompararan
prinipalmente on las propiedades del aero para poder tener una mejor visión de los
valores de las tablas.
Propiedades térmias
Unidades Tefenol-D
Calor espeío cp J/kg·K 330
Condutividad térmia κ
W/m·K 25oC 13.5




Tabla 4.1: Propiedades térmias del Terfenol-D
El Terfenol-D es una aleaión que, aunque no llega a ser aislante, es poo ondutora
térmiamente. Si omparamos su ondutividad térmia on la del aero (47-58 W/m·K),
se puede estimar que es 4 vees menos ondutor, sin embargo no se redue a valores omo
el del aire (0.026 W/m·K) o el del agua (0.58 W/m·K), que se onsideran aislantes. Tanto
el punto de fusión omo el oeiente de expansión térmia presentan valores muy similares
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al aero.




Módulo de Young a E te. EE GPa 10 - 75
Módulo de Young a B te. EB GPa 30 - 85
Resistenia a traión MPa 28 - 40
Resistenia a ompresión MPa 300 - 880
Veloidad del sonido c m/s 1395 - 2444
Mínimo espesor laminar
mm 1
Dureza Vikers HV 650
Tabla 4.2: Propiedades meánias del Terfenol-D
Como se puede observar tiene una densidad elevada, superior a la del aero, que es
de 7850 kg/m
3
. Sin embargo, el resto de propiedades meánias, omo son resistenia a
traión y a ompresión, dureza y módulo de Young, son relativamente inferiores. Presenta
una buenas araterístias meánias, aunque no son omparables on la de los metales
más utilizados omo el aero o el aluminio.




Permeabilidad relativa a σ te. µσr - 9 - 12
Permeabilidad relativa a S te. µSr - 3 - 5
Constante piezomagnétia d33 nm/A 6 - 10
Fator de aoplamiento magnétio k33 - 0.7 - 0.8
Deformaión por magnetoestriión ppm 800 - 1200
Tabla 4.3: Propiedades magnetomeánias del Terfenol-D
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Es una aleaión magnétia: su permeabilidad es aproximadamente un orden superior
a la del vaío. El fator de aoplamiento magnétio k33 india la eienia en que la
energía magnétia se onvierte en energía meánia, en el aso por ejemplo de un atuador







donde d33 es la onstante piezomagnétia, µ
T
33 es la permeabilidad a tensión onstante y
EH es el módulo de Young a ampo magnétio onstante.




Resistividad elétria Ω m (58-63)·10−8
Tabla 4.4: Propiedades elétrias del Terfenol-D
Se trata de una aleaión ondutora elétriamente. El aero inoxidable presenta una
resistividad elétria del mismo orden: 72·10−8 Ω m.
En la atualidad se están entrado los estudios en fabriar los atuadores a partir de
una nueva aleaión llamada Galfenol que, aunque tiene una magnetoestriión (200-350
ppm) inferior al Terfenol-D, presenta una propiedades meánias más óptimas. Su densi-
dad es aproximadamente 7800 kg/m
3
, su módulo de Young se enuentra entre 40-75 GPa,
presenta una dureza Vikers de 200-250 HV y su permeabilidad relativa es del orden de
75-100. No obstante, destaa prinipalmente por su resistenia a la traión (350 Mpa) que
es un orden superior a la del Terfenol-D.
Todas las propiedades omentadas se introduen en el programa de elementos nitos
FEAP a través de las matries vistas en el Capítulo 2. Estas matries han sido omparadas
on las desritas en [22℄ y teniendo en uenta que solo se estudiará el aoplamiento mag-
netoestritivo, las matries relevantes son cH , µS y eϕ. No obstante, en [22℄ utiliza otras
variables independientes, es deir, en la euaión onstitutiva (2.70)1 en vez de igualar el
término σ = σ(S,H), iguala la deformaión S = S(σ,H) de tal modo que
S = sH σ + d H
B = d⊤ σ + µσ H
(4.4)
siendo sH la matriz de exibilidad, y d, µσ, las matries de aoplamiento magnetoestritivo
y la permeabilidad (a tensión onstante), respetivamente, para la formulaión de [22℄. Por
lo tanto hay que apliar unas transformaiones a las matries (también denidas en la
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12,5 −0,18 −1,7 0 0 0
12,5 −1,7 0 0 0






· 10−11; µσ =







 0 0 0 0 2,8 00 0 0 2,8 0 0




y apliando las transformaiones adeuadas, que se obtienen simplemente de despejar σ y
B de las Euaiones (4.4) y dejarlas en funión de S y H.
cH = (sH)−1
µS = µσ − d (sH)−1 d⊤
eϕ = d (sH)−1
(4.6)




8,54 0,65 3,91 0 0 0
8,54 3,91 0 0 0






· 109; µS =







 0 0 0 0 155,56 00 0 0 155,56 0 0




todo en unidades del sistema internaional.
Si se desea trabajar on otras variables dependientes e independientes se deben utilizar
otras transformaiones, en la Tabla 4.5 se muestran las distintas ombinaiones posibles.
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Variables Efeto direto e inverso








H = eϕS + µSH








H = cHS − (eϕ)⊤H








B = −gσ + (µσ)−1B








B = sBσ + g⊤B








B = −hS + (µS)−1B








B = cBS − h⊤B
Tabla 4.5: Transformaiones para las distintas variables dependientes e independientes
siendo
f = (d− sH (d⊤)−1 µσ)−1 (4.8)
4.3. Resultados y limitaiones
El modelo se ha resuelto para intensidades de entre 0 y 12 A. En la Figura 4.2 se
presentan los resultados obtenidos, omparados on la soluión experimental de [31℄, en el
que se ensaya on un prototipo a una preompresión de 7,2 MPa.
Es importante destaar que se omprobaron distintos valores del parámetro prinipal
del aoplamiento µ33, y mientras se mantenía en el mismo orden de magnitud, es deir, que
orrespondía on los valores de las propiedades obtenidas de diferentes fuentes, el resultado






























Figura 4.2: MMA. Comparaión resultados FEAP on experimentales [22℄
La prinipal limitaión que se observa es que el modelo es lineal; esto no es del todo
ierto, porque en la programaión del elemento hay términos no lineales (omo el tensor
51
CAPÍTULO 4. Modelizaión de un miniatuador magnetoestritivo
de Maxwell σm), no obstante, y debido a que las euaiones onstitutivas son lineales, no
son suientes para el aoplamiento magnetoestritivo.
Por otro lado, el término de tensión residual σr, pensado para soluionar el problema de
la preompresión, no funiona adeuadamente; se debe a que la formulaión de la tensión
residual, no es teóriamente equivalente a una tensión externa de ompresión, omo es este
aso. Además, no es posible estableer omo ondiión de ontorno una tensión, a no ser
que se formulen FE mixtos; el elemento está programado para imponer desplazamientos,
voltaje, potenial esalar magnétio y temperatura, pero no tensiones.
También abe destaar que parámetros omo la deformaión, tensión y magnetizaión
de saturaión, Ss, σs y Ms, respetivamente, que denen muy bien el omportamiento del
MMA no se han tenido en uenta omo propiedades.
4.4. Soluiones
En esta seión se van a presentar posibles soluiones a las limitaiones de la progra-
maión del elmt01.f. Todas son atuales y han sido desarrolladas en distintos doumentos,
omparando los resultados on valores experimentales.
4.4.1. Matriz de aoplamiento magnetoestritivo polinómia
Una primera soluión sería la propuesta en la referenia [33℄, que presenta un modelo
no lineal de elementos nitos 3D para materiales magnetoestritivos implementado en el
programa COMSOL multiphysis 3.2a. La araterístia prinipal es que utiliza los datos
de una urva experimental para soluionar el problema de la no linealidad entre el ampo
magnétio H y la deformaión S.
Este modelo utiliza las mismas variables dependientes (S y H) e independientes (σ
y B) que el trabajo presente, de tal modo que, teniendo en uenta solo el aoplamiento
magnetoestritivo, las euaiones onstitutivas (2.70) son
σ = cH S − (eϕ)⊤ H
B = eϕ S + µS H
(4.9)
Utilizando euaiones onstitutivas lineales no se puede araterizar bien el ompor-
tamiento del efeto piezomagnétio, por lo que en [33℄ se reurre a una funión no lineal
para el término eϕ H . Esta funión es un polinomio de orden 6 que se obtiene ajustando
puntos experimentales obtenidos en el laboratorio a una preompresión de 0 MPa, tal y
omo se muestra en la Figura 4.3.
El polinomio ajustado es
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eϕ H = −1,405 · 10−35 H63 + 1,861 · 10
−29 H53 − 9,041 · 10
−24 H43 + 2,140 · 10
−18 H33−
− 2,742 · 10−13 H23 + 2,121 · 10
8 H3 + 1,37 · 10
−4
(4.10)
sin embargo, hay que tener en uenta que este ajuste limita el modelo a la direión prinipal
del atuador (direión z) y además, utilizar un orden 6 permite una mejor aproximaión
en el rango de trabajo pero imposibilita la extrapolaión de resultados y empeora el tiempo
de omputo frente a ajustes de menor orden.
Se trata de una soluión válida solo para un aso en onreto, es deir, no soluiona
el problema de la preompresión y hay que denir un nuevo polinomio para distintos a-
tuadores y distintas preompresiones. También presenta problemas en la implementaión
en elementos nitos debido al orden del ajuste. No obstante, en la referenia se realiza un
estudio sobre un nuevo método para la elaboraión preisa de oriios no ilíndrios del
pasador de un pistón, obteniendo buenos resultados.
Resultados Exp.
Curva ajustada


















Figura 4.3: Curva ajustada del ampo magnétio H frente a la deformaión S [33℄
La referenia [34℄ utiliza un método similar, en el que divide la induión en una parte
reversible y otra irreversible. Ésta última aporta la no linealidad (puesto que las euaiones
onstitutivas son lineales), sin embargo, se dene omo un polinomio uyos oeientes se
obtienen de modo experimental.
4.4.2. Matriz de aoplamiento magnetoestritivo dependiente
En la referenia [27℄ se desarrolla un modelo de FE no lineal en 3D enfoado prinipal-
mente para el Galfenol. Se basa en el trabajo [28℄ y se extiende para euaiones onstitutivas
no lineales basándose en el modelo disreto de energía media utilizando el programa COM-
SOL (versión 3.5a). Además, también propone una soluión por partes muy interesante,
utilizando euaiones onstitutivas lineales, en las que on el programa Matlab (versión
R2009a) al nal de ada paso atualiza los oeientes de las matries de propiedades para
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onseguir el efeto no lineal.
Esta formulaión utiliza el potenial vetorial magnétio A, puesto que aunque au-
mente la diultad a la hora de imponer un ampo magnétio omo ondiión de ontorno,
es más apropiado para modelos dinámios ya que permite tener en uenta las orrientes de
Eddy. Utilizando el potenial esalar ϕ, estas orrientes se deben espeiar manualmente.
Para el proedimiento de la soluión por partes, en la que utiliza euaiones onstitu-
tivas lineales, las variables dependientes son H = H(S,B) y σ = σ(S,B) de tal modo
que
H = −h S + µS B
σ = cB S − h⊤ B
(4.11)
donde h es la matriz de aoplamiento piezomagnétio, µS es la matriz de permeabilidad a
deformaión onstante y cH es la matriz de rigidez a ampo magnétio onstante.
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Utiliza muhos más oeientes que la formulaión expuesta en el Capítulo 2 y además
son dependientes de la tensión σ y el ampo magnétio H ; omo éste último depende de
la posiión espaial, los oeientes también y por lo tanto, no son onstantes para toda
la malla. Los oeientes son delarados omo funiones interpoladas en las oordenadas
del espaio, de tal modo que uando el programa COMSOL lea el arhivo que almaena
los omponentes de las matries seleionará los datos que orresponden a la loalizaión
en onreto o interpolará entre los puntos más eranos.
Para alular los oeientes se reurre a la matriz Jaobiana, no obstante, no se ob-



















Para obtener las matries deseadas se deben apliar las transformaiones desritas en
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El diagrama de la Figura 4.4 muestra el proedimiento a seguir para obtener la soluión
por partes desrita. En primer lugar se iniializan los oeientes, alulados para H = 0
y σ = 0 y se imprimen en un arhivo que posteriormente será leído por el programa de
elementos nitos COMSOL. A partir de las ondiiones dadas del problema y las matries
aluladas se obtiene un desplazamiento ∆u que permite obtener unos valores de ∆H y
∆σ. A partir de estos nuevos resultados se atualizarán los valores de H = H + ∆H
y σ = σ + ∆σ y se realularán los oeientes on Matlab; este proeso se realizará
iterativamente hasta que se llegue al número de iteraiones nT . Se podría modiar de
tal modo que el proeso terminara uando los valores de los inrementos de H y σ sean
inferiores a ierto valor de error, de tal modo que se onsiderara que ha onvergido la
soluión.
PSfrag replaements
Iniializar on H = 0 y σ = 0 para el álulo de los oeientes (n = 1)
Calular las matries µS , h y cB on Matlab a partir de H y σ
Imprimir los oeientes en un arhivo omo funión de las oordenadas
Calular el inremento de desplazamiento ∆u on las ondiiones del sistema
A partir de ∆u obtener ∆H y ∆σ y atualizar los valores
H =H +∆H; σ = σ +∆σ




Figura 4.4: Diagrama del proedimiento para obtener la soluión por partes
Para validar el método en la referenia [27℄ se modela un atuador de Galfenol, in-
luyendo el bobinado puesto en la formulaión utiliza potenial vetorial magnétio, y no
potenial esalar omo en la formulaión propuesta en el Capítulo 2. Se omparan los datos
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experimentales y los alulados por elementos nitos para un voltaje impuesto en la bobina
de 0 a 18 V obteniendo unos muy buenos resultados omo se puede observar en la Figura 4.5.
En denitiva se trata de un método omplejo que requiere un alto tiempo de álulo, las
mallas son muy ompletas debido a la utilizaión del potenial vetorial magnétio y por
ello se reurre a Matlab para failitar la obtenión de los oeientes. Además, no resuelve
el problema de la preompresión ni tiene en uenta los ilos de histéresis. No obstante, es
una soluión al problema de la no linealidad sin reurrir a oeientes experimentales y el






















Figura 4.5: Desplazamiento obtenido on FE frente al resultado experimental [27℄
4.4.3. Deformaión magnetoestritiva
En la referenia [31℄ se ha realizado en el año atual (2016) un estudio on un modelo de
elementos nitos 2-D de un miniatuador magnetoestritivo. La prinipal diferenia entre
su formulaión y la presente en este trabajo reside en la deniión de la deformaión mag-
netoestritiva, es deir, divide la deformaión total S en dos omponentes: la deformaión
meánia Smec y la magnetoestritiva Smag.
S = Smec + Smag (4.15)
La deformaión meánia se dene omo la deformaión generada, úniamente, por las
tensiones de Cauhy, de tal modo que
Smec = s
H σc (4.16)
siendo s la matriz de exibilidad y σc la tensión de Cauhy. Mientras que la deformaión
magnetoestritiva inluye el aoplamiento entre el ampo magnétio y el ampo elásti-
o de tal modo que ya no es neesaria la deniión de la tensión de Maxwell σM ; una
















donde Ss, Ms y σs son la deformaión, magnetizaión y tensión de saturaión, respetiva-
mente, σp es la tensión de preompresión y M es la magnetizaión.
La magnetizaión de saturaión es aproximadamente Ms = 765 kA/m según [31℄ y
[23℄, entre otras fuentes. La deformaión de saturaión de un material poliristalino omo
el Terfenol-D, es muy dependiente de la direión, aunque se puede alular un valor de
referenia a partir de la deformaión de saturaión en las direiones ristalográas <100>








siendo los valores típios de saturaión del Terfenol-D S100 = 90 · 10
−6
y S111 = 1,6 · 10
−6
.
De este modo se solventa el problema de la linealidad y el de la preompresión y se
arateriza muy bien el problema al utilizar los valores de saturaión. Para la simulaión
utiliza el programa COMSOL Multiphysis y obtiene, para 3 preompresiones distintas,
unos resultados on un error inferior al 9,5% respeto a los datos experimentales del
prototipo del MMA; tal y omo se muestra en la Figura 4.6.
σp = 10,4 FE
σp = 10,4 Exp.
σp = 7,2 FE
σp = 7,2 Exp.
σp = 2,8 FE



























Figura 4.6: Desplazamiento obtenido on FE frente al experimental [31℄
Se trata de una soluión muy eaz y relativamente simple, puesto que utiliza el poten-
ial esalar magnétio ϕ que permite simpliar la malla y no requiere una elevada om-
plejidad a la hora de implementar el modelo en elemento nitos. Con una nueva euaión
onstitutiva de segundo orden onsigue la no linealidad y añadiendo el parámetro σp adap-
ta el modelo a las distintas preompresiones, no obstante, no resuelve el problema de la
histéresis.
4.5. Conlusiones
Atualmente no existe una soluión estandarizada para el aoplamiento entre el ampo
magnétio y el elástio que permita realizar estudios sobre los atuadores magnetoestri-
tivos de forma senilla, por esta razón, estos materiales todavía no tienen un peso impor-
tante en la ingeniería. Como se ha omprobado en este último apítulo hay numerosos
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estudios sobre el tema, pero todavía no se ha desarrollado un modelo denitivo.
El elemt01.f es un proyeto muy ambiioso porque, aunque en el presente trabajo solo
se ha estudiado el aoplamiento magnetoestritivo, es una formulaión 3D que pretende
inorporar todos los aoplamientos posibles on la nalidad de onseguir un únio modelo
global que permita estudios de ualquier ámbito ingenieril. Como se ha omprobado en
el Capítulo 3, la misma formulaión permite resolver distintos aoplamientos on buenos
resultados. Sin embargo, para el aso del atuador (Seión 4.3) no se obtuvieron buenos
resultados debido prinipalmente a que las euaiones onstitutivas eran lineales.
Del estudio de las soluiones propuestas se puede obtener distintas onlusiones: uti-
lizar el potenial esalar magnétio ϕ simplia muho la imposiión de ondiiones de
ontorno y la generaión de la malla, puesto que no es neesario inluir la bobina, no obs-
tante, las orrientes de Eddy se deben introduir manualmente y es ompliado imponer
ampos magnétios omplejos; la preompresión del atuador es un fator a tener muy en
uenta y no puede ser tratado omo una tensión residual, sino omo una tensión externa
y estableerlo omo ondiión de ontorno; y, por último, el problema de la histéresis es
muy omplejo y solo se puede implementar en modelos dinámios.
También es importante destaar que se trata de un aoplamiento no lineal, y las solu-
iones posibles se pueden lasiar, aunque tengan muhas variables, en dos grandes blo-
ques: o se utilizan euaiones onstitutivas no lineales o se reurre a medir oeientes
experimentalmente que permitan denir algún polinomio que onsiga la no linealidad.
De las tres soluiones propuestas la más óptima a la hora de obtener buenos resultados
y de inorporarla en la formulaión del elemt01.f es la Subseión 4.4.3. Es una soluión
senilla y aunque habría que haer modiaiones de los residuales de elementos nitos
debido a que la euaión onstitutiva es uadrátia, no supondría una ambio importante
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